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Â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì èçó÷àòü ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû
L =
∑
|α|,|β|≤m
Dαcα,β(x)D
β
(1)
cα,β(x) ∈
{
L∞, |α| = |β| = m,
D′, |α|+ |β| < 2m,
â R
n
ïîðÿäêà 2m. Èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: Dα =
i|α|
∂|α|
∂α1x1 . . . ∂αnxn
, α = (α1, . . . , αn) è β  ìóëüòèèíäåêñû, |α| =
n∑
j=1
|αj|.
Ïóñòü òàêæå
L0 =
∑
|α|,|β|=m
Dαcα,βD
β
 ãëàâíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà L. Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [1℄,[2℄), ÷òî îïåðàòîð
L0 íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè
Re
∑
|α|=|β|=m
cα,be(x)ξ
αξβ ≥ δ|ξ|2m, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn,
ãäå ïîñòîÿííàÿ δ íå çàâèñèò îò x, ξ ∈ Rn.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Èîñèäû (ñì. [3℄), âåðåí ñëåäóþùèé àêò: åñëè îïåðàòîð
L0 ðàâíîìåðíî ñèëüíî ýëëèïòè÷åí, à êîýèöèåíòû cα,β íåïðåðûâíûå
óíêöèè, òî âûïîëíÿåòñÿ êîýðöèòèâíàÿ îöåíêà
Re(L0u, u) ≥ δ‖∇
mu‖2L2(Rn) (2)
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äëÿ âñåõ u ∈ S, ãäå S  ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà, à ïîñòîÿííàÿ δ1 íå çàâèñèò
îò u. Ýòó îöåíêó íàçûâàþò òàêêæå íåðàâåíñòâîì îðäèíãà [2℄.
Â äàëüíåéøåì ìû íèãäå íå áóäåì èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíîñòü
êîýèöèåíòîâ îïåðàòîðà L0, à òîëüêî èõ ïðèíàäëåæíîñòü ïðîñòðàíñòâó
L∞ è îöåíêó (2). Ïîýòîìó â ñëó÷àå cα,β ∈ L∞ äàëåå ïîñòóëèðóåòñÿ
ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2).
Èç îöåíêè (2) è òîãî, ÷òî êîýèöèåíòû ãëàâíîé ÷àñòè cα,β ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷åíû, ñëåäóåò, ÷òî ïîëóòîðàëèíåéíàÿ îðìà
l0(u, v) =
∫
Rn
∑
|α|=|β|=m
cα,βD
βu(x)Dαv(x)dx
ñåêòîðèàëüíà, çàìûêàåìà, è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ åå çàìûêàíèÿ ðàâíà
Hm2 (R
n). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé mñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L2(R
n), êîòîðûé
ìû îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç L0, òàêîé, ÷òî
l0(u, v) = (L0u, v), u ∈ D(L0), v ∈ H
m
2 (R
n).
Â îïðåäåëåíèè (1) ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî êîýèöèåíòû cα,β(x) ïðè |α|+
|β| < 2m ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè. Îñíîâíîé âîïðîñ, èññëåäóåìûé â ýòîé
ãëàâå,  íàéòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êîýèöèåíòû cα,β, ãàðàíòèóþùèå
êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå L êàê ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà â L2(R
n). Îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ áóäåò äàí â òåðìèíàõ ïðèíàäëåæíîñòè êîýèöèåíòîâ
ïðîñòðàíñòâàì ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hk2 â H
−l
2 .
Ïîñêîëüêó òî÷íîå îïèñàíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ñëîæíî, â èíàëüíîé
òåîðåìå ìû ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáîáùåííûõ
óíêöèé ýòèì ïðîñòðàíñòâàì â òåðìèíàõ èõ ïðèíàäëåæíîñòè ñîáîëåâñêèì
ïðîñòðàíñòâàì ñ íåãàòèâíûìè èíäåêñàìè ãëàäêîñòè.
Êðîìå òîãî, ìû ïîêàçûâàåì "èçè÷åñêóþ êîððåêòíîñòü"îïåðàòîðà L.
Èìåííî, åñëè cα,β,n, |α| + |β| < m  ãëàäêèå óíêöèè, ñõîäÿùèåñÿ
ê cα,β ïî íîðìå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Ln áóäåò ñõîäèòüñÿ ê L â ñìûñëå
ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè.
Íàì áóäåò óäîáíåå ñíà÷àëà ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû â îáùåé îðìå.
2
1 Îáîáùåííàÿ ñóììà ñåêòîðèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.
Ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðíûõ ñóìì
Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð T â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ
ñåêòîðèàëüíûì, åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà θ < pi/2 è M <∞ òàêèå, ÷òî
|Im(Tx, x)| ≤ tg θ(Re(Tx, x) +M(x, x)), ∀x ∈ H, ‖x‖ = 1.
Ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ m-ñåêòîðèàëüíûì, åñëè âíåøíîñòü
ñåêòîðà | Imλ| ≤ tg θ(Reλ + M) ñîäåðæèòñÿ â ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå
îïåðàòîðà T .
Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T  ñåêòîðèàëüíûé
îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïóñòü H1  ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî, ïëîòíî âëîæåííîå â H, à îïåðàòîð T òàêîâ, ÷òî
c1‖x‖
2
1 ≤ Re(Tx, x) ≤ c2‖x‖
2
1 ∀x ∈ D(T ), (3)
ãäå ‖ · ‖1  íîðìà â H1, à ïîñòîÿííûå c1 è c2 íå çàâèñÿò îò x. Â ýòîì ñëó÷àå
êâàäðàòè÷íàÿ îðìà Re(Tx, x) äîïóñêàåò çàìûêàíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî H1,
è, ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòâàëåíèè (ñì. [4, ãë. VI.2℄), ñóùåñòâóåò
ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåíûé îïåðàòîð T0 òàêîé, ÷òî
(T0x, x) = Re(Tx, x) ïðè x ∈ D(T0) ∩D(T ),
êðîìå òîãî, D(T0) ⊂ H1 è D(T0) ïëîòíî â H
1
. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå D(T
1/2
0 ) = H1. ×åðåç H−1 îáîçíà÷èì äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê H1
ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â H. Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü (f, g)
îáîçíà÷àåò êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H, òàê è äåéñòâèå óíêöèîíàëà
f ∈ H−1 íà ýëåìåíò g ∈ H1.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü H1, H  ïàðà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì H1
ïëîòíî âëîæåíî â H. Ïóñòü T  ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â H, ïðè÷åì
âûïîëíåíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà (3). Ïóñòü Q  îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç
H1 â H−1, ïðè÷åì âûïîëíåíà îöåíêà
|(Qf, f)| ≤ ε(f, f)1 +M(ε)(f, f) äëÿ íåêîòîðîãî ε < 1. (4)
Òîãäà T + Q  çàìêíóòûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç ïðîñòðàíñòâà H1
â H−1, äëÿ êîòîðîãî îðìà ((T + Q)x, x), îïðåäåëåííàÿ íà H1, çàìêíóà è
ñåêòîðèàëüíàÿ. Ñóæåíèå îïåðàòîðà T + Q íà H (îáîçíà÷èì åãî S = T +˜Q
3
è íàçîâåì îáîáùåííîé ñóììîé) åñòü mñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â H. Åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Qn : H1 → H−1 òàêîâà, ÷òî
‖Qn −Q‖ → 0 ïðè n→∞ (5)
(çäåñü áåðåòñÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà èç H1 â H−1), òî
Sn = T +˜Qn
R
=⇒ T +˜Q = S. (6)
Ïðè ýòîì ñïåêòðû σ(Sn) ñõîäÿòñÿ ê ñïåêòðó σ(S) ñâåðõó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T ñåêòîðèàëüíûé è âûïîëíåíà îöåíêà (3), òî
c1‖x1‖
2
1 ≤ | Im(Tx, x)| ≤ c2‖x‖
2
1
ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè c1, c2 > 0. Òîãäà T ïðîäîëæàåòñÿ íà H1 êàê
çàìêíóòûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç H1 â H−1. Èç óñëîâèÿ (4) è òåîðåìû
îá óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîñòè (ñì. [4℄) ïîëó÷àåì, ÷òî T + Q : H1 → H−1
çàìêíóò è îãðàíè÷åí, êðîìå òîãî, îðìà ((T +Q)x, x), îïðåäåëåííàÿ íà H1,
çàìêíóòà è ñåêòîðèàëüíà. Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè, ñ ýòîé
îðìîé àññîöèèðîâàí mñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð S = T +˜Q â ïðîñòðàíñòâå
H, êîòîðûé åñòü ñóæåíèå îïåðàòîðà T +Q íà îáëàñòü
D(S) = {x|Tx+Qx ∈ H}.
Åñëè îïåðàòîðû Qn òàêîâû, ÷òî âûïëîíåíî ñîîòíîøåíèå (5), òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ Qn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4), à ïîòîìó
îïðåäåëåíû îïåðàòîðû T +˜Q. Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ðåçîëüâåíòíóþ
ñõîäèìîñòü (6).
Ïóñòü T0  îïåðàòîð â H, àññîöèèðîâàííûé ñ êâàäðàòè÷íîé îðìîé
Re(Tx, x) (ýòîò îïåðàòîð óæå áûë ââåäåí â íà÷àëå ïàðàãðàà). Òàê êàê T0
ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëåí è D(T
1/2
0 ) = H1, òî T
1/2
îñóùåñòâëÿåò èçîìîðèçì
H1 íà H è H íà H−1.
Ïîñêîëüêó íîðìû îïåðàòîðîâ T +Qn : H1 → H−1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû,
òî íîðìû îïåðàòîðîâ
Zn = T
−1/2
0 (T +Qn)T
−1/2
0 : H→ H (7)
òàêæå îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî. Êðîìå òîãî, èç îöåíîê (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî
c1‖y‖
2
H ≤ Re((Zn + ρ)y, y) ≤ c2‖y‖
2
H ∀y ∈ H
4
ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè c1, c2 > 0, íå çàâèñÿùèìè îò n è y, åñëè ρ 
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëîâûå îáðàçû
îïåðàòîðîâ Zn + ρ îòäåëåíû îò íóëÿ ïîñòîÿííîé c1 > 0. Íî òîãäà, ñîãëàñíî
òåîðåìå Õàóñäîðà, Zn + ρ îáðàòèìû, ïðè÷åì ‖(Zn + ρ)
−1‖ ≤ c−11 .
Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî çàêîí÷èòü òàê æå, êàê â ðàáîòå [8℄. Èìååì
(T +Qn − ρ)
−1 − (T +Q− ρ)−1 = (T +Qn − ρ)
−1(Q−Qn)(T +Q− ρ)
−1 =
= T
−1/2
0 (Zn + ρ)
−1[T
−1/2
0 (Q−Qn)T
−1/2
0 ](Z + ρ)
−1T
−1/2
0 ,
ãäå Z îïðåäåëåí (7), åñëè â ýòîì ðàâåíñòâå îïóñòèòü èíäåêñ n.
Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå òîæäåñòâî äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ðåçîëüâåíòíóþ
ñõîäèìîñòü (6). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íåëüçÿ óòâåðæäàòü îáû÷íóþ
ñõîäèìîñòü ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ T +˜Qn ê ñïåêòðó T +˜Q. Êîíòðïðèìåðû
ìîæíî íàéòè äàæå â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ T è Q, äåéñòâóþùèõ
â H (ñì., íàïðèìåð, [5℄). Ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòü
ñïåêòðîâ óòâåðæäàòü ìîæíî? Óêàæåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå: T
 ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, âûïîëíåíà îöåíêà (4), à Q : H1 → H−1
 êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü ñïåêòðîâ ñíèçó (à
çíà÷èò, è îáû÷íóþ ñõîäèìîñòü) ìîæíî äîêàçàòü òî÷íî òàê æå, êàê è â
ñàìîñîïðÿæåíîì ñëó÷àå.
2 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ M [k,−l]
Ïðîñòðàíñòâî Hs2(R
n) íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì
(f, g)s = ((1 + x
2)s/2Ff, (1 + x2)s/2Fg)L2.
Èçâåñòíî (ñì. [6℄), ÷òî îïåðàòîð (−∆ + 1)α/2 îñóùåñòâëÿåò èçîìîðèçì
ïðîñòðàíñòâ Hs2 è H
s−α
2 .
Èçâåñòíî òàêæå [7℄, ÷òî ïðè öåëûõ s ∈ R+ ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â Hs2 ìîæíî çàäàòü âûðàæåíèåì
(f, g)′s =
∑
|α|≤s
(Dαf,Dαg)L2.
Îáîçíà÷åíèå (f, g) çàðåçåðâèðóåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ óíêöèîíàëà
f ∈ H−s2 íà ýëåìåíò g ∈ H
s
2 ïðè âñåõ s ≥ 0, à òàêæå äåéñòâèÿ f ∈ D
′
íà g ∈ D.
Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàå ÷èñëà k, l ≥ 0 íå ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëûìè.
5
Ïóñòü ϕ ∈ D′  îáîáùåííàÿ óíêöèÿ. Îïðåäåëèì ïîëóòîðàëèíåéíóþ
îðìó (ϕf, g) íàD×D êàê (ϕ, fg). Íàçîâåì ϕ ìóëüòèïëèêàòîðîì èçHk2 âH
−l
2
(îáîçíà÷àÿ ϕ ∈M [k,−l]), åñëè îðìà (ϕf, g) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè
íà Hk2 ×H
l
2, èíûìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî îöåíêà
(ϕf, g) ≤ C‖f‖k‖g‖l äëÿ âñåõ ϕ, ψ ∈ D.
Â ýòîì ñëó÷àå îðìîé (ϕf, g) îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð F :
Hk2 → H
−l
2 , à èìåííî, êàæäîìó f ∈ H
k
2 ñòàâèì â ññîòâåòñòâèå óíêöèîíàë
Mϕf ∈ H
−l
2 , äåéñòâóþùèé íà g ∈ H
l
2 êàê (Mϕf, g) = (ϕf, g). Çàìåòèì,
÷òî Mϕ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ϕ, åñëè ϕ ∈ D.
Íîðìà ýëåìåíòà ϕ â ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé
íîðìå îïåðàòîðà Mϕ.
Âûäåëèì â M [k,−l] ïîäïðîñòðàíñòâà M0[k,−l] è
◦
M [k,−l].
◦
M [k,−l]
îïðåäåëèì êàê çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ óíêöèé D ïî íîðìå
M [k,−l].
ÏîäïðîñòðàíñòâîM0[k,−l] ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò ñîñòîÿòü èç ýëåìåíòîâ ϕ
òàêèõ, ÷òî îïåðàòîð Mϕ ÿâëÿåòñÿ (−∆ + 1)
k+l
2
îãðàíè÷åííûì ñ ïðîèçâîëüíî
ìàëîé îòíîñèòåëüíîé íîðìîé, èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîèçâîëüíîé f ∈ Hk2
âûïîëíåíà îöåíêà
‖Mϕf‖−l ≤ ε‖(−∆+ 1)
k+l
2 f‖−l + C(ε)‖f‖k.
Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ
øêàëû ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hs2 . Îíà íàì ïîíàäîáèòñÿ â ñëåäóþùåé
îðìóëèðîâêå (ñì., íàìïðèìåð, [1℄):
Òåîðåìà îá èíòåðïîëÿöèè. Ïóñòü çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð F : D →
D, è èìåþò ìåñòî îöåíêè
‖Ff‖s1 ≤ C1‖f‖t1 ,
‖Ff‖s2 ≤ C2‖f‖t2 .
Òîãäà ïðè 0 < α < 1 âûïîëíåíà îöåíêà
‖Ff‖αs1+(1−α)s2 ≤ C
α
1C
1−α
2 ‖f‖αt1+(1−α)t2 .
Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ M [k,−l].
Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà M [k,−l] è M [l,−k] ñîâïàäàþò.
Äåéñòâèòåëüíî, îöåíêè
|(ϕ, fg)| ≤ C‖f‖k‖g‖l ∀f, g ∈ D
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è|(ϕ, fg)| ≤ C‖f‖l‖g‖k ∀f, g ∈ D
âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî.
Èç âûøåñêàçàííîãî è èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò
Ëåììà 2. Åñëè k2 < k1 è k1 + l1 = k2 + l2, òî M [k1,−l1] ⊂ M [k2,−l2], è
‖ · ‖M [k2,−l2] ≤ ‖ · ‖M [k2,−l2].
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3. Åñëè ϕ ∈ M [k,−l], òî êâàäðàòè÷íàÿ îðìà ϕm[f ] =
(ϕDm−kf,Dm−lf) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà Hm2 . Åñëè ϕ ∈
M0[k,−l], òî ϕm[f ] ïîä÷èíåíà îðìå (∇
mf,∇mf) ñ ïðîèçâîëüíî ìàëîé
îòíîñèòåëüíîé ãðàíüþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ f , g ∈ D èìååì îöåíêó
(ϕDm−kf,Dm−lg) ≤ ‖ϕ‖M [k,−l]‖D
m−kf‖k‖D
m−lg‖l ≤ C‖f‖m‖g‖m,
÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü òåïåðü ϕ ∈M0[k,−l]. Òîãäà
|(ϕDm−kf,Dm−lf)| ≤ ε((−∆+ 1)
k+l
2 Dm−kf,Dm−lf)s + C(ε)(f, f) =
= ε(Tf, f) + C(ε)(f, f),
ãäå T = Dm−l(−∆ + 1)
k+l
2 Dm−k. Îïåðàòîð T  äèåðåíöèàëüíûé ïîðÿäêà
2m, ïîýòîìó îí îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð èç Hm2 â H
−m
2 , ò.å. (Tf, f) ≤ C(f, f)m.
Ñëåäîâàòåëüíî,
|(ϕDm−kf,Dm−lf)| ≤ ε1(f, f)m + C(ε1)(f, f).
Ïðèâåäåì ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè óíêöèè
ïðîñòðàíñòâó M [k,−l]. Ïîñêîëüêó M [k,−l] = M [l,−k], òî äàëåå áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì k > l. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè
M [k,−l] ⊂ H−l2,loc.
Ëåììà 4. Åñëè k > n/2, òî H−l2 ⊂
◦
M [k,−l], ïðè÷åì ‖ · ‖M [k,−l] ≤ C‖ · ‖−l.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Ïóñòü k > n/2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ≥ l ≥ −k è ïðîèçâîëüíîé ïàðû
óíêöèé f , g ∈ D âûïîëíåíà îöåíêà
‖fg‖l ≤ C‖f‖k‖g‖l.
Äëÿ l = k ýòî óòâåðæäåíèå ïðèâåäåíî â [8℄. Äëÿ l = −k îíî äîêàçàíî â
ãëàâå 1. Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî l èç (−k, k) óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì
ïðèìåíåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû ê îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà f .
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü ϕ ∈ H−l2 . Â íàøèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f , g ∈ D âåðíà îöåíêà
|(ϕf, g)| ≤ ‖ϕ‖−l‖fg‖l ≤ C‖ϕ‖−l‖f‖k‖g‖l,
îòêóäà ‖ϕ‖M [k,−l] ≤ C‖ϕ‖−l. Ïîñêîëüêó D ïëîòíî â H
−l
2 , âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå H−l2 ⊂
◦
M [k,−l].
Ëåììà 5. Ïóñòü k ≤ n/2, γ ≤ l è p >
n
k + l − γ
. Òîãäà Hγp ⊂
◦
M [k,−l] è
‖ · ‖M [k,−l] ≤ ‖ · ‖γ,p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5
ñòàòüè [10℄. Â êà÷åñòâå êðàéíèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îöåíîê íàäî âçÿòü
‖ϕψ‖0,1 ≤ ‖ϕ‖0,2‖ψ‖0,2
è
‖ϕψ‖L,2 ≤ ‖ϕ‖K,2‖ψ‖L,2,
ãäå K = n/2+ ε, L = K l
k
. Ïåðâàÿ îöåíêà  ýòî íåðàâåíñòâî åëüäåðà, âòîðàÿ
äîêàçàíà â ëåììå 3.3. Ïîëèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà (ñì. [9℄) äàñò
îöåíêó
‖ϕψ‖l,p′
1
≤ ‖ϕ‖k,2‖ψ‖l,2,
ãäå p′1 =
n+ 2ε
n+ 2ε− k
. Ýòà îöåíêà äîêàçûâàåò âëîæåíèå H−lp1 ⊂ M [k,−l] ïðè
p1 ≥
n
k
. Âëîæåíèå H−γp ⊂ M [k,−l] ïðè p ≥
n
l + k − γ
ñëåäóåò èç òåîðåìû
âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà.
Ëåììà 6. Ïóñòü k < n/2, γ ≤ l è p ≥
n
k + l − γ
. Òîãäà Hγp ⊂
◦
M [k,−l] è
‖ · ‖M [k,−l] ≤ ‖ · ‖γ,p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî ñóòè àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 6 ñòàòüè [10℄. Ïåðå÷èñëèì îòëè÷èÿ:
Ïðîâåðÿòüñÿ áóäåò îöåíêà
‖ϕψ‖l,s ≤ ‖ϕ‖k,2‖ψ‖l,2
äëÿ s = n/(n− k), k ≤ l, k < n/2. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ η1,2, ρ1,2, q1,2 áåðåì
0 < η1 < max
{
η,
n
p
− k
}
, η2 = η − η1,
ρ1 =
2(n− k)
n+ 2(|j|+ η1 − k)
, ρ2 =
2(n− k)
n− 2(|j|+ η1)
,
q1 = 2ρ1, q2 = 2ρ2.
Íåðàâåíñòâî
‖ϕ‖|j|+η1,ρ1s‖ψ‖|m|+η2,ρ2s ≤ C‖ϕ‖k,2‖ψ‖l,2
ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñîáîëåâà ââèäó íåðàâåíñòâ
k − (|j|+ η1) ≥
n
ρ1s
−
n
2
, l − (|m|+ η2) ≥
n
ρ2s
−
n
2
,
ïðîâåðÿåìûõ íåïîñðåäñòâåííî.
Ëåììà 7. Ïóñòü ϕ çàâèñèò îò p ïåðåìåííûõ è ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó M [k,−l] â Rp, à óíêöèÿ ψ çàâèñèò îò q ïåðåìåííûõ
è ïðèíàäëåæèò L∞(R
q). Òîãäà óíêöèÿ ϕ(x)ψ(y) ∈ M [k,−l] â Rp+q è
ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖ϕψ‖M [k,−l] ≤ ‖ϕ‖M [k,−l]‖ψ‖L∞ .
Åñëè æå ϕ ∈M0[k,−l], òî è ϕψ ∈ M0[k,−l] â R
p+q
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 ñòàòüè [11℄.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü îïåðàòîð L âèäà (1) òàêîâ, ÷òî äëÿ åãî ãëàâíîé ÷àñòè
L0 âûïîëíåíà êîýðöèòèâíàÿ îöåíêà (2) (íàïðèìåð, L0 ñèëüíî ýëëèïòè÷åí
è åãî êîýèöèåíòû íåïðåðûâíû). Ïóñòü óíêöèè cα,β ïðè |α| + |β| <
2m ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì M0[m − |α|,−(m − |β|)]. Òîãäà îïåðàòîð
L êîððåêòíî îïðåäåëåí êàê ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â L2(R
n), ïðè÷åì
çàìûêàíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé îðìû ýòîãî îïåðàòîðà
ñîâïàäàåò ñ Hm2 .
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Hm2 . Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàäêèõ óíêöèé cα,β,n ∈ D, |α| + |β| <
2m, ñõîäÿòñÿ ê cα,β ïî íîðìå M [m − |α|,−(m − |β|)], òî îïåðàòîðû Ln
ñ êîýèöèåíòàìè cα,β,n ñõîäÿòñÿ ê îïåðàòîðó L â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé
ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè. Ïðè ýòîì ñïåêòðû σ(Ln) ñõîäÿòñÿ ê ñïåêòðó
σ(L) ñâåðõó. Åñëè æå L0  ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, à cα,β  êîìïàêòíûå
ìóëüòèïëèêàòîðû â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òî èìååò ìåñòî îáû÷íàÿ
ñõîäèìîñòü ñïåêòðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è çàìå÷àíèÿ 1.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé
ñòàòüè. Â îðìóëèðîâêå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ñïåêòðîâ ñâåðõó
è ñíèçó. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå [4℄.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü ãëàâíàÿ ÷àñòü L0 îïåðàòîðà L åñòü ðàâíîìåðíî
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûìè êîýèöèåíòàìè, à
êîýèöèåíòû cα,β ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè, ïðè÷åì
cα,β ∈ H
|α|−m
p ïðè |α| ≥ |β|, p > max{2,
n
m− |β|
},
cα,β ∈ H
|β|−m
p ïðè |α| ≤ |β|, p > max{2,
n
m− |α|
}.
Â ñëó÷àå m − |α| 6= n/2 (m − |β| 6= n/2) äîïóñêàþòñÿ òàêæå
çíà÷åíèÿ p = max{2,
n
m− |β|
} (p = max{2,
n
m− |α|
}). Òîãäà îïåðàòîð L
êîððåêòíî îïðåäåëåí êàê mñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â H. Åñëè cnα,β(x) 
ãëàäêèå óíêöèè, ñõîäÿùèåñÿ â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ H
|α|−m
p ê cα,β,
òî L ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ðåçîëüâåíòíûì ïðåäåëîì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ Ln. Ñïåêòðû σ(Ln) ñõîäÿòñÿ ê σ(L) ñâåðõó, à
åñëè ãëàâíûé îïåðàòîð L0 ñèììåòðè÷åí, òî èìååò ìåñòî è ñõîäèìîñòü
ñïåêòðîâ ñíèçó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåäñòâèå ëåììû 5 è ïðåäûäóùåé
òåîðåìû. Íóæíî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå íà ãëàäêóþ óíêöèþ
ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëåì åñòü êîìïàêòíûé ìóëüòèïëèêàòîð. Íî òåñò
óíêöèè ïëîòíû â ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ H
|α|−m
p , ïîýòîìó óìíîæåíèå
íà óíêöèþ èç ýòèõ êëàññîâ áóäåò òàêæå êîìïàêòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì â
M [m−|α|,−(m−|β|)], åñëè ÷èñëî p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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